
Kapitel 4

Bewegungsoptimierung aus
theoretischer Sicht

4.1 Einleitung, Fragestellungen und Zielsetzungen

An einer Bewegung, die durch Muskelkräfte angetrieben wird, nehmen im
Allgemeinen mehrere Muskeln teil. Die spannende Frage ist: Wie werden diese
Kraftgeneratoren eingesetzt, um die gewünschte Bewegung zu erzielen? Inwie-
fern kann die Person selber den Einsatz verschiedener Muskeln steuern? Ist bei
natürlichen Bewegungen wie z.B. dem Gehen die Bewegung so, dass die gelei-
stete mechanische Arbeit minimal ist? Oder ist die Bewegung so, dass die um-
gesetzte Energie - d.h. Arbeit + Wärme - minimal ist? Oder wird die Bewegung
so geregelt, dass die Bewegungsgenauigkeit maximal ist? Welche Eigenschaften
erfüllen z.B. der Energieverbrauch oder der Wirkungsgrad, falls eine Bewegung
so gestaltet ist, dass der Impuls maximal ist? Oder gibt es keine einfachen Ge-
setzmässigkeiten, die eine Bewegung regeln?

Wir wissen, nach welchen Prinzipien ein Muskel aufgebaut ist, und wir
kennen einfache Beschreibungen, die angeben, wie gross die Muskelkraft ist in
Abhängigkeit vom Zustand des Muskels, d.h. in Abhängigkeit von der Muske-
laktivität, der Muskellänge, der Verkürzungs- bzw. der Dehnungsgeschwindig-
keit, der Laktatkonzentration etc.. Solche Modelle wurden in früheren Vorlesun-
gen vorgestellt; diese Muskelmodelle wurden als Muskeln vom verallgemeinerten
Hill’schen Typus bezeichnet. Die Regelgrösse eines auf diese Art vereinfachten
Muskels ist der Aktivitätszustand Z, welcher eine gewisse Ähnlichkeit zu verar-
beiteten EMG-Signalen aufweist.

Der Aktivitätszustand Z(t) kann aufgeteilt werden in eine Willküraktivi-
tät ZW (t) und in eine Reflexaktivität ZR(t). Weitere Ausführungen zu Z(t)
bzw. zu stationären oder nichtstationären Zustände findet man weiter unten im
Abschnitt Simulationen. Mathematisch geschrieben erhält man für die totale
Aktivität:

Z(t) = ZW (t) + ZR(t) (4.1)
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Reflex- und Willküraktivität werden durch verschiedene komplexe Regelkreise
bestimmt. Diese Regelkreise beinhalten die uns aus der Physiologie und Neuro-
logie bekannten Sensoren wie z.B. Muskelspindeln, Golgiorgane oder Gelenkre-
zeptoren.

Im Zusammenhang mit der Belastungsanalyse wurden unterschiedliche Op-
timierungsverfahren und verschiedene Funktionale diskutiert, da das muskuläre
Drehmoment zwar eindeutig berechnet aber nicht eindeutig auf die Beiträge
der einzelnen Muskeln zerlegt werden kann. Verschiedene Ansätze wurden ange-
wendet, um Muskelkräfte „mathematisch“ zu bestimmen. Ob diese berechneten
Kräfte mit den realen Muskelkräften übereinstimmen, ist im Allgemeinen nicht
immer klar. Mit Hilfe von EMG-Messungen versucht man die Güte der Appro-
ximation aufzuzeigen.

Reale muskuläre Bewegungen sind (vielleicht) das Resultat von Optimie-
rungsprozessen; vielleicht sind sie auch nur das Resultat der mechanischen Ei-
genschaften der Muskulatur und der gegebenen neurologischen Schlaufen. Wel-
che Anteile von spezifischen Eigenschaften der Muskulatur herrühren, und wel-
che Phasen von Bewegungsabläufen im motorischen Cortex gespeichert sind und
Komponenten der Regelung darstellen, sind und bleiben faszinierende - bis heute
im Detail jedoch unbeantwortete - Fragen.

4.2 Zusammenfassung: Eigenschaften des kontrakti-
len Elementes

Das kontraktile Element ist der eigentliche Kraftgenerator. Die zwei cha-
rakteristischen Grund-Beziehungen sind (siehe Kapitel 2):

• Die Relation zwischen erzeugter Kraft und dazugehöriger Geschwindigkeit
(genauer: Verkürzungsgeschwindigkeit) des kontraktilen Elementes.

• Die Relation zwischen abgegebener Wärme pro Zeiteinheit und dazugehö-
riger Geschwindigkeit des kontraktilen Elementes.

Diese Grund-Beziehungen sind sowohl für reine Typen (ein Typ I Muskel
bzw. ein Typ II Muskel bei maximaler Aktivität, beide mit einer Länge von
10 cm und einem Querschnitt von 200 cm2, d.h. ca. 2 kg Masse) als auch für einen
verallgemeinerten Typ gleicher Dimension in den folgenden Bildern dargestellt
(Abb. 4.1, Abb. 4.2).

Aus diesen zwei phänomenologischen Beziehungen lassen sich alle anderen
charakteristischen Eigenschaften wie die Leistungs - Geschwindigkeits - Relati-
on, die Energieverbrauchsrate - Geschwindigkeits - Beziehung oder die Relation
zwischen dem Wirkungsgrad und der Verkürzungsgeschwindigkeit ableiten. Die-
se drei Relationen sind für die zwei oben beschriebenen Besipiele von Muskeln
in den Abbildungen 4.3, 4.4 und 4.5 dargestellt.

Das Kriterium Leistung Betrachtet man nur das kontraktile Element bei
stationären Bewegungen, so kann z.B. die optimale Bewegung, die die Leistung
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Abbildung 4.1: Kraft-Geschwindigkeits-Relationen. Links: reiner Typ I und
reiner Typ II, Querschnitt = 200 cm2, Länge = 10 cm bei maximaler Aktivität
(P0 = 5000N, aTypI = 0.15P0, aTypII = 0.25P0, bTypI = 0.03m/s, und bTypII

= 0.15m/s). Rechts: verallgemeinerter Typ: P0 = 5000N, a0 = 1500N, a1 =
800N, b0 = 0.2m/s, b1 = 1.2m/s, b2 = -0.2m/s.
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Abbildung 4.2: Wärmeproduktionsrate-Geschwindigkeits-Relationen. Links:
reiner Typ I und reiner Typ II, Querschnitt = 200 cm2, Länge = 10 cm bei
maximaler Aktivität (P0 = 5000N, aTypI = 0.15P0, aTypII = 0.25P0, bTypI =
0.03m/s, und bTypII = 0.15m/s). Rechts: verallgemeinerter Typ, P0 = 5000N,
a0 = 1500N, a1 = 800N, b0 = 0.2m/s, b1 = 1.2m/s, b2 = -0.2m/s. Beachte:
Der Knick in den Graphen tritt nur auf, falls der Muskel durch eine äussere
Kraft schneller verkürzt wird als seine maximale Verkürzungsgeschwindigkeit
beträgt.

maximal macht einfach aus Abbildung 4.3 abgelesen werden. Das Resultat ist
die optimale Verkürzungsgeschwindigkeit.

Analytisch lautet die Beziehung für reine Typen im konzentrischen Bereich,
die auch als Hill-Gleichung bezeichnet wird (ohne eine Kraft-Länge-Abhängigkeit
zu berücksichtigen):

FCE(Z, v) = Z

(
P0 − (P0 + a)

v

v + b

)
≥ 0 (4.2)

Mit Z = Aktivität und P0, a und b Hill’sche Parameter

und für den verallgemeinerten Typ, ebenfalls im konzentrischen Bereich, nach
Phillips und Petrofsky:

FCE(Z, v) =
(
P (Z) − (P (Z) + a(Z)) v

v + b(Z)

)
≥ 0 (4.3)
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Abbildung 4.3: Leistungs-Geschwindigkeits-Relationen. Links: reiner Typ I
und reiner Typ II, Querschnitt = 100 cm2, Länge = 10 cm bei maximaler Akti-
vität (P0 = 5000N, aTypI = 0.15P0, aTypII = 0.25P0, bTypI = 0.03m/s, und
bTypII = 0.15m/s). Rechts: verallgemeinerter Typ, P0 = 5000N, a0 = 1500N,
a1 = 800N, b0 = 0.2m/s, b1 = 1.2m/s, b2 = -0.2m/s.
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Abbildung 4.4: Energieverbrauchsrate-Geschwindigkeits-Relationen. Links:
reiner Typ I und reiner Typ II, Querschnitt = 100 cm2, Länge = 10 cm bei
maximaler Aktivität (P0 = 5000N, aTypI = 0.15P0, aTypII = 0.25P0, bTypI =
0.03m/s, und bTypII = 0.15m/s). Rechts: verallgemeinerter Typ, P0 = 5000N,
a0 = 1500N, a1 = 800N, b0 = 0.2m/s, b1 = 1.2m/s, b2 = -0.2m/s. Beachte:
Der Knick in den Graphen tritt nur auf, falls der Muskel durch eine äussere
Kraft schneller verkürzt wird als seine maximale Verkürzungsgeschwindigkeit
beträgt.
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Abbildung 4.5: Wirkungsgrad-Geschwindigkeits-Relationen. Links: reiner
Typ I und reiner Typ II, Querschnitt = 100 cm2, Länge = 10 cm bei maxi-
maler Aktivität (P0 = 5000N, aTypI = 0.15P0, aTypII = 0.25P0, bTypI =
0.03m/s, und bTypII = 0.15m/s). Rechts: verallgemeinerter Typ, P0 = 5000N,
a0 = 1500N, a1 = 800N, b0 = 0.2m/s, b1 = 1.2m/s, b2 = -0.2m/s.

P (Z) = Z · P0, a(Z) = a0 + a1 · Z, b(Z) = b0 + b1 · Z + b2 · Z2 (4.4)
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4.3 What is Optimized in Muscular Movements?

4.3.1 Einleitung

R. B. Stein hat sich intensiv mit dieser Fragestellung auseinandergesetzt
und hat seine Ideen und Vorstellungen in einem Artikel „What is Optimized
in Muscular Movements?„ veröffentlicht. Die Arbeit ist inhaltlich sehr wertvoll,
didaktisch gut aufgebaut, enthält aber einige eher schwierige mathematische
Formulierungen. Aus diesen Gründen habe ich den Artikel für diese Vorlesung
etwas aufgearbeitet. Die Originalarbeit ist im Anhang aufgeführt.

4.3.2 Zusammenfassung der Arbeit von R. B. Stein

Begründung seiner Arbeit: By considering the predictions of various sim-
ple optimization strategies and comparing these predictions with hu-
man movements, some insight may be gained about the question rai-
sed in the title „ What is Optimized in Muscular Movements? “ .

Abschnitt 1:

Gesucht: Die Bewegung, die die kleinste mechanische Energie benötigt, um
eine Masse zu bewegen, die an ein visko-elastisches Band gebunden ist. I ist
gegeben durch:

I =

t2∫
t1

f (t)v(t)dt (4.5)

Lösung: Minimierung der Energie liefert als Lösung eine Bewegung mit kon-
stanter Geschwindigkeit. Bemerkung: Minimierung der mechanischen Energie
ist gleichbedeutend mit der Minimierung des Ausdrucks

I =

t2∫
t1

ẋ2 (t)dt =

t2∫
t1

v2 (t)dt (4.6)

Weitere Funktionale werden untersucht, so z.B.

I =

t2∫
t1

ẍ2 (t)dt =

t2∫
t1

a2 (t)dt (4.7)

oder

I =

t2∫
t1

ȧ2 (t)dt =

t2∫
t1

jerk2 (t)dt (4.8)
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Abschnitt 2:

Gesucht: Die Bewegung, wie in Abschnitt 1, wobei die Kräfte nicht beliebig
gross sein bzw. nicht sprunghaft ansteigen dürfen. Begründung: Die Muskelkraft
kann weder unendlich gross werden noch sprunghaft ansteigen. Lösung: Diese
Bedingungen führen zu einer Bewegung mit minimalem „jerk“ (jerk = Ableitung
der Beschleunigung nach der Zeit).

Abschnitt 3:

Im letzten Abschnitt wird der „beliebige“ Kraftgenerator durch eine Muskel-
funktion ersetzt. Die Differentialgleichungssysteme werden dadurch komplexer.
Das Resultat fasst Stein wie folgt zusammen:

„ Minimizing energy consumption by a muscle will depend on muscle pro-
perties. Constraints of the maximum force or time lags in force production tend
to blur the differences between alternative strategies. Many natural movements
are consistent with minimizing of jerk. This form could arise from limitations of
force output and time lags associated with muscular force production than from
any computation carried out in the brain. ... Minimum jerk movements will
also minimize energy consumption by the muscle over a range of con-
ditions. “

Bemerkung: Auf den folgenden Seiten, 137 - 148, ist der Artikel von Stein ein-
gefügt!
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4.3.3 Exkurs: Variationsrechnung

Um dieser Arbeit folgen zu können, müssen wir uns zuerst mit Optimie-
rungsverfahren auseinandersetzen, damit wir „optimale“ Bewegungen selber her-
leiten oder deren Ableitung verfolgen und verstehen können.

Gegeben sei eine Menge von Wegen x(η, t), parametrisiert durch η. Alle die-
se Wege gehen durch die zwei Punkte P1 = {x(η, t1), t1} und P2 = {x(η, t2), t2}
für alle Werte von η. Ferner ist eine Funktion F von der Form

F (...) = F
(
x(η, t),

∂

∂t
x(η, t), t

)
(4.9)

gegeben. Das Integral

I(η) =

t2∫
t1

F
(
x(η, t),

∂

∂t
x(η, t), t

)
dt (4.10)

hat für die (differenzierbare) Kurve x(η0, t), die bei Punkt P1 beginnt und bei
Punkt P2 endet, ein (relatives) Minimum bzw. Maximum, wenn das Integral für
diese Funktion x(η0, t) einen Wert annimmt, der für keine benachbarte Kurve
(also: η ∈ Uη0) von P1 nach P2 kleiner bzw. grösser ist. Die Aufgabe der Varia-
tionsrechnung lautet: Suche die Kurve x(η, t), die das Integral zu einem
Minimum oder Maximum macht. Es gelang Euler, das Problem der Varia-
tionsrechnung auf Differentialgleichungen zurückzuführen. Das Resultat seiner
Berechnungen lautet: Die Funktion x(t) = x(η0, t) muss folgender Differential-
gleichung genügen:

d

dt

∂

∂ẋ
F (x(t), ˙x(t)) − ∂

∂x
F
(
x(t), ˙x(t)

)
= 0 (4.11)

Den Beweis dieser Aussage liefert die partielle Integration.

Bemerkung: Im Eulerschen Ansatz wurde die Existenz der Lösung vorausgesetzt;
es gibt viele Probleme, die sich zwar sinnvoll formulieren lassen, aber keine
Lösung besitzen!

4.4 Optimierung der Bewegung zur Maximierung me-
chanischer Grössen wie Impuls und Leistung

4.4.1 Einleitung und Zielsetzung

Stein geht in seiner Arbeit der Frage nach, welche mechanische oder phy-
siologische Grösse bei einfachen Bewegungen optimiert sein könnte. Er analy-
siert Bewegungen mit gegebenem Startpunkt x(t = 0) = x0 und Endpunkt
x(t = 1) = x1 und den Randbedingungen ẋ(t = 0) = 0, ẍ(t = 0) = 0,
ẋ(t = T ) = 0 und ẍ(t = T ) = 0. Seine Schlussfolgerung ist: Viele Natürliche
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Bewegungen sind konsistent mit der Forderung nach Minimalisierung
des Funktionals

T∫
0

(jerk(t))2dt = minimal (4.12)

Der Ausdruck jerk(t) entspricht der zeitlichen Ableitung der Beschleuni-
gung und wird im deutschsprachigen Raum auch als Ruck bezeichnet (without
jerk = ruck-frei). Natürliche Bewegungen sind demzufolge möglichst glatte Be-
wegungen.

In folgendem Abschnitt suchen wir Bewegungen, die die mechanische Lei-
stung maximieren. In Beispiel 1 (Kapitel ...) wird der Effekt der Ausholbe-
wegung auf die Abwurfgeschwindigkeit, als typisches Beispiel einer azyklischen
Bewegung, analysiert. Im Gegensatz dazu ist Radfahren ein typischer Vertreter
einer zyklischen Bewegung. In Beispiel 2 (Kapitel ...) wird die Leistung beim
Radfahren in Abhängigkeit von der Trittfrequenz untersucht. Im Gegensatz zu
früheren ähnlichen Betrachtungen, bei denen nur das kontraktile Element be-
rücksichtigt wurde (siehe Abbildung 4.3), wird in diesem Abschnitt auch das Se-
rieelement und die Aktivierung des kontraktilen Elementes berücksichtigt. Um
dieses komplexe Problem möglichst einfach zu halten, werden alle Muskelgrup-
pen, die beim Fahrradfahren eine wichtige Rolle spielen, durch einen einzelnen
Muskel vom Hill’schen Typus ersetzt. In weiteren Beispielen wird die Leistung
bei zyklischen und azyklischen Bewegungen untersucht, bei denen der Antrieb
von zwei Muskeln in Serie- bzw. in Parallelschaltung hervorgerufen wird.

4.4.2 Beschreibung des Motors „Muskel“

Der Motor „Muskel“ wird im Hill-Diagramm (siehe Abbildung 4.6) durch
drei Elemente beschrieben: das kontraktile Element (CE), das Serie- und das
Parallelelement (SE) bzw. (PE). Bei dieser Unterteilung weist das kontraktile
Element die theoretische Länge x und das Serieelement die theoretische Länge
y auf. Die Länge des Muskels, eine reale Grösse, beträgt l = x+ y.

Das Serie- und Parallelelement werden als elastische Bänder beschrieben.
Diese zwei Elemente werden im ersten Ansatz durch „einseitige“ ideale Federn
dargestellt. Mit einseitig wird die Eigenschaft ausgedrückt, dass ein Gummi-
band nur Zugkräfte und keine Druckkräfte aufnehmen kann. Die Kraft-Längen-
Relation dieser zwei Elemente werden durch die folgenden Ausdrücke mathema-
tisch beschrieben:

FPE(l, l̇) ≈ FPE(l)
{
kPE · (l − l0) ≡ kPE · Δl falls : Δl ≥ 0
0 falls : Δl ≤ 0

(4.13)

FSE(y, ẏ) ≈ FSE(y)
{
kSE · (y − y0) ≡ kSE · Δy falls : Δy ≥ 0
0 falls : Δy ≤ 0

(4.14)

Diese Vereinfachung erlaubt auch einige analytische Betrachtungen. Weiter un-
ten, im Abschnitt Simulationen, wird sowohl eine nichtlineare wie auch eine
geschwindigkeitsabhängige Komponente dazu gefügt.
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Abbildung 4.6: Schematisches Bild des Motors Muskel. Die drei Elemente
nach Hill sind: Das kontraktile Element (CE)mit Länge x, das Serie- (SE) mit
Länge y und das Parallelelement (PE) mit Länge l, l =x+ y.

Mit steigender Aktivität werden mehr Fasern rekrutiert. Da jede Muskel-
faser über eine individuellen Sehnenfaser der Länge lSEindiv

und einen Sehnen-
Abschnitt der Länge lSEbulk

verfügt (siehe Abbildung 4.7), ist das Elastizitäts-
modul der Sehne und damit die Federkonstante des Serieelementes von der Ak-
tivität abhängig. Diese Eigenschaft wird durch die Schreibweise kSE = kSE(Z)
zum Ausdruck gebracht. Analytische Ausdrücke, die diese Abhängigkeit be-
schreiben, sind das Resultat von Serie- und Parallelschaltung von elastischen
Elementen (Serieschaltung: 1/k = 1/k1 + 1/k2; Parallelschaltung: k = k1 +
k2). Falls die elastischen Elemente durch identische ideale Federn beschrieben
werden können, die zwei Sehnenabschnitte gleich lang sind und das gleich E-

Abbildung 4.7: Bild des Muskel-Sehnen-Übergangs. Links ein schematisches,
rechts ein histomorphologische Bild. Beachte: Jede Muskelfaser ist über eine
individuelle Sehnenfaser, die dann zur „eigentlichen“ Sehne „verschmolzen“ sind
mit dem Knochen verbunden.
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Modul aufweisen, dann ist die Aktivitätsabhängigkeit der Federkonstante von
der Form:

kSE(Z) =
Z

1 + Z
· kSEAbschnitt

(4.15)

Diese Überlegungen sind von Babic und Lenarcic (2004) experimentell umge-
setzt worden. Die Modellvorstellung und die daraus resultierende Abhängigkeit
der Federkonstante der Sehne von der Muskelaktivität sind in der unteren Ab-
bildung (4.8 dargestellt.

Abbildung 4.8: Bild links: (Originaltext) Elastic stiffness of the human triceps
surae MTC as a function of muscle load (continuous line) and contributions of
individual components, i.e. the stiffness of the Achilles tendon (kA) and the
stiffness of the soleus muscle (kSfS) (dashed lines), to the overall stiffness.
Bild rechts: (Originaltext) (a) Interpretation of triceps surae MTC stiffness in
terms of an elastic model incorporating the Achilles tendon and the soleus used
in the Flexion trial and (b) an elastic model of the entire triceps surae MTC
incorporating the Achilles tendon, the soleus and the gastrocnemius used in the
Extension trial. A represents the Achilles tendon with stiffness kA, S represents
the soleus with stiffness that is a product of tension fS and a constant kS, G
represents the gastrocnemius with stiffness that is the product of tension fG
and a constant kG. Aus Babic und Lenarcic, Eur J Appl Physiol (2004), 92,
477-484.

Um mit der Aktivität „natürliche“ Bewegungen beschreiben zu können,
wird das kontraktile Element durch verallgemeinerte Hill-Kurven dargestellt.
Die Kraft des kontraktilen Elementes bei exzentrischen Bewegungen kann auf
ähnliche Weise verallgemeinert werden, wie wir dies bei der Hill-Kurve getan ha-
ben. Die untere Funktion (Formel 4.16) zweite Zeile beschreibt das qualitative
Verhalten des Muskels im exzentrischen Bereich. Sie ist als Exponentialfunktion
gewählt und beinhaltet zwei Eigenschaften der Muskulatur:

• Kriterium 1: die maximale Kraft im exzentrischen Bereich ist ca. 1.8 mal
grösser als die isometrische Kraft bei gleicher Aktivität.

• Kriterium 2: Die Steilheit der Kraft-Geschwindigkeits-Kurve weist beim
Übergang vom konzentrischen in den exzentrischen Bereich eine Unstetig-
keit auf; der Sprung in der Steigung beträgt ca. einen Faktor 6.
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FCE(Z, x, ẋ) =

⎧⎨⎩ P0(Z, x) − (P0(Z, x) + a(Z, x)) −ẋ
−ẋ+b(Z) −ẋ ≥ 0

P0(Z, x)(1.8 − 0.8exp(− 6
0.8

P0(Z,x)+a(Z,x)
P0

ẋ
b(Z))) +ẋ ≤ 0

(4.16)

Bem.: Aus Gründen einer Vereinfachung wird dieser exzentrische Ast der Kraft-
Geschwindigkeits-Kurve oft auch durch die natürliche Fortsetzung der Hill-Kurve
dargestellt. Die Bewegung wird dann gestoppt, sobald die exzentrische Kraft das
1.8-fache der isometrischen Kraft bei gleicher Aktivität überschreitet.

Die charakteristischen Parameter bzw. Funktionen P0(Z, x), a(Z, x) und
b(Z) in Formel 4.16 sind hier durch folgende analytische Ausdrücke gegeben
(siehe Kapitel 2):

P0(Z, x) = Z · P0 · f0(x)

a(Z, x) = (a0 + a1Z) · 1 + 3f0(x)
4 (4.17)

b(Z) = b0 + b1Z + b2Z
2

mit:

P0 = isometrische Maximalkraft
f0(x) = die normierte Kraft-Längen-Relation und

f0(x ∈ XPlateaubereich) = 1

Bem.: Die obige Funktion für die isometrische Kraft in Abhängigkeit von der
Länge und der Aktivität stellt eine einfache Approximation der experimentellen
Resultate von Einzelfasern dar. Die Parameter a0, a1 und b0, b1, b2 geben die
wesentlichen Beobachtungen der Experimente von Phillips und Petrofsky sowie
jene von di Prampero wieder.

Das Henneman-Prinzip beschreibt die Zuschaltung neuer motorischen Ein-
heiten; die Regel lautet: mit zunehmendem Z werden grössere motorische Ein-
heiten dazu geschaltet. Der Übergang von einem Fasertyp zum nächsten wird
durch Schwellenwerte charakterisiert. Um die Beschreibung möglichst einfach zu
halten, werden hier nur Typ I und Typ II-Fasern betrachtet. Der Schwellenwert
ZSchwelle für diesen Übergang ist definiert durch folgende Relation:

P0(Z = ZSchwelle, x ∈ XPlateaubereich) = 25N/cm2 ·A0,T ypI (4.18)

Typ II-Fasern produzieren Laktat. Falls die Laktatproduktionsrate grösser
ist als die Abbaurate, wird Laktat akkumuliert und dabei die Kraftproduktion
des kontraktilen Elementes verkleinert (siehe Abbildung 4.9). Auf eine analyti-
sche Beschreibung dieses Zusammenhangs wird hier verzichtet. Die Wärmepro-
duktionsrate des CE wird für die Betrachtungen in diesem Abschnitt durch die
zweite Formel von Hill beschrieben, gegeben durch:

Q̇CE(Z, x, ẋ) =
a(Z, x)

2
· {1 +

FCE(Z, x, ẋ)
P0(Z, x)

} · (b(Z) − ẋ) (4.19)
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Abbildung 4.9: Links oberes Bild: Die isometrische Kraft und die Relaxa-
tionszeit als Funktion der Dauer des Tetanuszustandes. Links unteres Bild:
Laktat-, ATP- und Kreatinphoshat als Funktion der Dauer des Tetanuszustan-
des. Aus diesem Graph kann die Abhängigkeit der isometrischen Maximalkraft
von der Laktatkonzentration grob abgelesen werden. Rechts: Wärmeprodukti-
onsrate und isometrische Maximalkraft in Abhängigkeit von der Muskellänge.
Eine grobe Approximation liefert die Relation: Q̇(x, v) = c0 + c1 · FCE(x, 0).

Die Muskelkraft als Funktion von Aktivität, Länge und Verkürzungs-
geschwindigkeit

Die Kraft, die das System Muskel gegen aussen erzeugten kann, ist abhängig
vom Zustand des Muskels. Dieser Zustand wird durch das Tripel Z, l, l̇ zum Zeit-
punkt t durch die unteren Differentialgleichungen und die Anfangsbedingungen
beschrieben:

FMuskel(Z, x, ẋ) = FCE(Z, x, ẋ) + FPE(l) (4.20)
mit :

FCE(Z, x, ẋ) = FSE(Z, y)
l = x+ y (4.21)

und damit auch:
l̇ = ẋ+ ẏ

Die momentane mechanische Leistung des kontraktilen Elementes bzw. des
Muskels beträgt:

LCE(Z, x, ẋ) = FCE(Z, x, ẋ) · ẋ
bzw. :

LMuskel(Z, l, l̇) = FMuskel(Z, l, l̇) · l̇ (4.22)

und :
LMuskel(Z, l, l̇) = LCE(Z, x, ẋ) + LSE(Z, y) + LPE(Z, l, l̇)
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Die notwendige Energiezufuhr für den kontraktilen Teil des Systems Muskel
ist gegeben durch:

ĖCE(Z, x, ẋ) = LCE(Z, x, ẋ) + Q̇CE(Z, x, ẋ) (4.23)

Die Energiezufuhr ist einerseits beschränkt durch die maximale Sauerstoffauf-
nahme und die momentane maximale Laktatproduktionsrate. Andererseits wird
zum Beispiel für die Herztätigkeit, die Atmung oder die Thermoregulation des
übergeordneten Systems Mensch bzw. Lebewesens Energie verbraucht. Aber
auch Wärmeverluste z.B. in Serie- und Parallelelemente sind je nach Situation
durch einen Energiefluss zu decken. All diese Energieformen werden im Aus-
druck Ė0 formal zusammengefasst. Für ein System aus N Muskeln folgt damit
aus der Energiebilanz, dass für die eigentliche Bewegung eine maximale Energie
ĖBewegung zur Verfügung steht. Diese lautet:

ĖBewegung =
j=N∑
j=1

(Lj + Q̇j) − Ė0(Taussen, ...) (4.24)

= c1 · ∂
∂t(PCr) + c2 · V̇O2 + c3 · ∂

∂t(Laktat) − Ė0(Taussen, ...) (4.25)

Bemerkungen: (1) Spielt die Betriebstemperatur (d.h. die Temperatur des CE),
die Laktatkonzentration oder die Aussentemperatur eine wichtige Rolle, dann
müssen die obigen Formeln dementsprechend angepasst werden. (2) Die maxi-
male Sauerstoffaufnahme ist durch das Atmungs- und Herzkreislauf-System be-
stimmt und nicht durch die Muskulatur, die Sauerstoff verbraucht. Durch Einat-
men von reinem Sauerstoff anstelle von Luft kann die aerobe muskuläre Leistung
erhöht werden (siehe Abbildung 4.10).

Abbildung 4.10: ... . Nach Margaria, 1976.
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Einfache Simulationen

Um die Resultate der nachfolgenden Beispiele verständlicher zu gestalten,
wird in diesem Abschnitt das komplexe Verhalten der Muskulatur in speziellen
Situation oder Versuchsbedingungen simuliert und analysiert. Gesteuert wird die
Muskelkraft durch das Aktivierungsmuster, welches bisher mit Z(t) bezeichnet
wurde. Mit dem Symbol Z(t) wurde der Aktivitätszustand bezeichnet und für
stationäre Zustände wurde dieser proportional gesetzt zur isometrischen Mus-
kelkraft. Die Regulierung des Aktivitätszustandes Z(t) soll hier etwas verfeinert
und im Ansatz ebenfalls etwas fundamentaler durch die Aktivierung Akt(t) der
Muskelfasern beschrieben werden. Das Signal Akt(t) soll die Aktionspotentiale
darstellen. Diese Potentiale haben zur Folge, dass durch die Depolarisierung der
Membran Ca++-Ionen ausgeschüttet werden. Andererseits werden die Ca++-
Ionen ständig ins Sarcolemma zurückgepumpt. Diese zwei Eigenschaften führen
zu einer zeitabhängigen Ca++-Konzentration, die hier - ebenfalls vereinfacht -
durch eine Diffenretialgleichung erster Ordnung beschrieben wird. Diese Diffe-
rentialgleichung ist von der Form

ρ̇Ca++(t) = A1 ·Akt(t− τ) −A2 · ρCa++(t) (4.26)

wobei τ die mittlere Diffussionszeit angibt. Die isometrische Muskelkraft FCE

ist (für Längen im Plateaubereich d.h. x ∈ Plateau) gegeben durch die Ca++-
Konzentration. Diese Relation wird durch eine sigmoide Kurve beschrieben - wir
setzen folgenden Ausdruck dafür ein:

FCE(ρCa++ , x ∈ Plateaubereich, 0)(t) ∼ Z =
[log(ρCa++(t))]2

C2
0 + [log(ρCa++(t))]2

(4.27)

Die zeitliche Entwicklung dieser Grössen wird zum besseren Verständnis der Zu-
sammenhänge an zwei einfachen Situation simuliert. Die zwei Beispiele stellen
eine so genannte isometrische wie eine isotonische Kontraktion dar. Die isome-
trische Kontraktion beschreibt die Kraft, die der Muskel zu erzeugen vermag bei
maximaler Aktivierung unter konstanter Länge.

(a) Isometrische Kontraktion Ein kleiner Muskel vom Hill’schen Typus wird
unter isometrischen Bedingungen vom Zeitpunkt t = 0 s an für eine Zeitspan-
ne �t = 0.35 sec aktiviert. Dies bedeutet, dass die Aktivität Akt(t) konstant
und verschieden von Null ist in diesem Zeitbereich. Berechnet wurde daraus
der zeitliche Verlauf der Ca++-Konzentration, der Aktivitätszustand Z(t), die
isometrische Kraft FCE(t) und interne Grössen wie die Länge des kontraktilen
Elementes xCE(t) und dessen zeitliche Ableitung. Einige dieser Grössen sind in
den folgenden Abbildungen dargestellt. Der Muskel ist durch folgende Zahlen
charakterisiert:

l0 = 1 cm, A = 0.2 mm2, P0 = 0.05 N,

a/P0 = 0.25, b = 1.5l0/s, vmax = 0.06 m/s,

FSE = kSE1 · Δy + kSE2 · Δy2

mit: kSE1 = 0.25
0.07 · P0

l0
und kSE2 = 0.75

0.072 · P0

l20
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Abbildung 4.11: Isometrische Kontraktion. Der Muskel wird 0.35 s lang akti-
viert, Beginn der Aktivierung ist bei t 0 0 s. Die Aktivierung ist nicht graphisch
dargestellt. Oben links: Dicke Linie: Der Kraft-Zeit-Verlauf des kontraktilen
Elementes. Dünne Linie: der Aktivitätszustand Z(t) multipliziert mit P0 Beach-
te die zeitliche Verschiebung des Aktivitätszustandes nach rechts. Oben rechts:
Der Weg-Zeit-Verlauf des kontraktilen Elementes. Unten links: Der Leistungs-
Zeit-Verlauf des kontraktilen Elementes. Unten rechts: Der Geschwindigkeits-
Zeit-Verlauf des kontraktilen Elementes.
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Abbildung 4.12: Isokinetische Kontraktion. Der Muskel wird 0.35 s lang akti-
viert. Beginn der Aktivierung ist bei t 0 0 s und nach 0.2 s kann sich der Muskel
bei maximaler Geschwindigkeit für 20msec verkürzen. Oben links: Dicke Linie:
Der Kraft-Zeit-Verlauf des kontraktilen Elementes. Dünne Linie: der Aktivi-
tätszustand Z(t) multipliziert mit P0 . Oben rechts: Der Weg-Zeit-Verlauf des
kontraktilen Elementes. Unten links: Der Leistungs-Zeit-Verlauf des kontrakti-
len Elementes. Unten rechts: Der Geschwindigkeits-Zeit-Verlauf des kontrakti-
len Elementes.
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(b) Isokinetische Kontraktion Die Länge des Muskels ist so gesteuert, dass
sich dieser bei maximaler Verkürzungsgeschwindigkeit sich zusammenziehen kann.
Einige Diagramme sind unten dargestellt. Mehr dazu in der Vorlesung.

4.5 Beispiele zur Bewegungsoptimierung

4.5.1 Die Ausholbewegung

Die Ausholbewegung, die hier analysiert wird, ist stark vereinfacht. Ein
Muskel hat die Aufgabe, einen Massenpunkt der Masse m im Gravitationsfeld
möglichst hoch zu werfen (Abbildung 4.13). Die Anforderung „möglichst hoch
werfen“ ist gleichwertig mit der Forderung, dass der Massenpunkt eine möglichst
grosse Abwurfgeschwindigkeit an der Stelle z(t) = z0 besitzt, so z.B. am obe-
ren Ende des Arbeitsbereiches des Muskels. Die Kräfte, die am Massenpunkt
angreifen sind:

m · z̈ = −m · g + FMuskel(Z, l, l̇) (4.28)

Abbildung 4.13: Schematische Darstellung von Muskel und Wurfkörper beim
senkrechten Wurf. Der Muskel besitzt die Länge l(t), aufgeteilt in die hypothe-
tische Länge des kontraktilen Elementes x(t) sowie des Serieelementes y(t). Die
Koordinate des Massenpunktes ist mit z(t) bezeichnet.
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wobei z die Koordinate des Massenpunktes, m deren Masse und g die Erdbe-
schleunigung angibt (Beachte: z ist die Koordinate des Massenpunktes, Z der
Aktivitätszstand des Muskels). Die z-Rtg. zeigt nach oben und ist der Gravi-
tationskraft entgegengerichtet. Die Muskellänge wird entgegen der z-Rtg. ge-
messen, d.h. wenn sich der Muskel verkürzt, wird die Masse angehoben. Der
Arbeitsbereich (siehe Abbildung 4.13) soll innerhalb des Plateaubereiches der
Kraft-Längen-Relation des kontraktilen Elementes liegen. Die Begründung für
diese Annahme ist einleuchtend, nämlich: Formeln vereinfachen! Der Plateau-
bereich beträgt ca. 10% der Länge des kontraktilen Elementes. Durch diese
Einschränkung ist auch der Einfluss des Parallelelementes auf die Dynamik eher
bescheiden und wird für die weiteren Betrachtungen vernachlässigt. Damit ent-
fallen alle Abhängigkeiten der x-Variable sowohl in den Kraftausdrücken als
auch in den Ausdrücken für die Wärmeproduktion. Im Weiteren soll der Muskel
in diesem ersten Beispiel ein „reiner Typ“ sein, d.h. der Muskel besteht aus einem
einzigen Fasertyp. Die dazugehörige Formel für die Muskelkraft des kontraktilen
Elementes lautet:

FCE(Z, ẋ) = Z ·
⎧⎨⎩ P0 − (P0 + a) −ẋ

−ẋ+ b
−ẋ ≥ 0

P0 · (1.8 − 0.8 · exp(− 6
0.8

P0 + a
P0

ẋ
b
)) −ẋ ≤ 0

(4.29)

Für Verkürzungsgeschwindigkeiten v = −ẋ, die grösser sind als die maximale
Verkürzungsgeschwindigkeit vmax ist die Kraft gleich Null. Etwas umgeformt
lautet diese Beziehung:

FCE(Z, ẋ) = Z · F̃CE(ẋ) (4.30)

mit

F̃CE(ẋ) =
{
P0 − (P0 + a) −ẋ

−ẋ+b −ẋ ≥ 0
P0 · (1.8 − 0.8 · exp(− 6

0.8
P0+a

P0

ẋ
b )) −ẋ ≤ 0

(4.31)

Damit vereinfacht sich die mathematische Beschreibung der Ausholbewegung
auf folgendes System von Differentialgleichungen:

m · z̈ = Z · F̃CE(ẋ) −m · g
Z · F̃CE(ẋ) = Z

1+Z · kSE · Δy
oder (4.32)

F̃CE(ẋ) = 1
1+Z · kSE · Δy
und

z(t) = −l(t) = −(x(t) + y(t)), falls : Z · F̃CE(ẋ) ≥ mg

Aus der Formel in der zweiten Zeile folgt, dass die Variable y(t) = y0 + Δy(t)
durch die Variable ẋ(t) ausgedrückt werden kann. Die Differenz Δy(t) wird zu:

Δy(t) ≡ y(t) − y0 = (1 + Z(t)) · F̃CE(ẋ)
kSE

(4.33)
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Dieser Ausdruck eingesetzt in die erste Zeile der obigen Formel für z(t) lie-
fert eine Differentialgleichung für die Länge des kontraktilen Elementes bei der
Ausholbewegung. Diese Differentialgleichung lautet:

m · z̈(t) = −m · (ẍ(t) + ÿ(t))

= −m · ẍ(t) −m · d2

dt2
Δy(t) (4.34)

= −m · ẍ(t) −m · d2

dt2

(
(1 + Z(t)) · F̃CE(ẋ)

kSE

)
= Z · F̃CE(ẋ) −m · g

Der zweite Term in der letzten Zeile kann unter Anwendung der Kettenregel
umgeschrieben werden. Die erste Differentiation ergibt:

ẏ(t) = d
dt [(1 + Z(t)) · F̃CE(ẋ)

kSE
]

= Ż(t) · F̃CE(ẋ)
kSE

+ (1 + Z(t)) · d
dt

F̃CE(ẋ)
kSE

(4.35)

= Ż(t) · F̃CE(ẋ)
kSE

+ (1 + Z(t)) · ∂
∂ẋ

F̃CE(ẋ)
kSE

· ẍ(t)
und die zweite:

ÿ(t) = d2

dt2
[(1 + Z(t)) · F̃CE(ẋ)

kSE
]

= Z̈(t) · F̃CE(ẋ)
kSE

+ 2 · Ż(t) · F̃CE,v(ẋ)
kSE

· ẍ(t) (4.36)

+(1 + Z(t)) · ( F̃CE,v2 (ẋ)

kSE
ẍ2(t) + F̃CE,v(ẋ)

kSE

d3

dt3
x(t))

unter Verwendung der üblichen Abkürzungen für partielle Ableitungen. Die
Differentialgleichung (für die Länge des kontraktilen Elementes x(t)), die die
Ausholbewegung beschreibt, nimmt zusammenfassend - jedoch nicht geordnet -
folgende komplexe Form an:

−ẍ(t) = −g + (1 + Z(t)) · { F̃CE,v2 (ẋ)

kSE
ẍ2(t) + F̃CE,v(ẋ)

kSE

d
dt ẍ(t)}

+Z̈(t) · F̃CE(ẋ)
kSE

+ 2 · Ż(t) · F̃CE,v(ẋ)
kSE

· ẍ(t) (4.37)

+Z(t) · F̃CE(ẋ(t))
m

Die Gleichung gilt unter der Bedingung Z(t) · F̃CE(ẋ) ≥ m · g. Für diese Art
von nichtliniearen Differentialgleichungen 2-ter Ordnung in ẋ gibt es keine allge-
meinen Lösungen. Zudem spielen die Anfangsbedingungen des Systems Muskel
/ Massenpunkt eine wichtige Rolle. Die Diskussion dieser Differentialgleichung
wird daher einerseits anhand der linearisierten Form der Differentialgleichung
und andererseits durch Simulationen vorgenommen.

Linearisierte Form der Differentialgleichung

Die stückweise (grobe) Linearisierung der Kraft-Geschwindigkeits-Relation
führt zu folgendem Ergebnis:

F̃CE(ẋ) ≈ F̄CE(ẋ) =

⎧⎨⎩
0 ẋ ≤ −vmax

P0 + γ · ẋ −vmax ≥ ẋ ≤ 0
P0 + Γ · ẋ ẋ ≥ 0

(4.38)
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mit γ = P0
vmax

und Γ = 6 ·γ. Im exzentrischen Bereich ist die Kraft in den obigen
Formeln nicht beschränkt. Übersteigt die Kraft (im exzentrischen Bereich) den
Wert von etwa 1.8P0 so wird der Muskel verletzt.

Die erste (partielle) Ableitung der Kraft nach der Geschwindigkeit liefert den
Ausdruck:

F̄CE,v(ẋ) =

⎧⎨⎩
0 ẋ ≤ −vmax

γ −vmax ≥ ẋ ≤ 0
Γ ẋ ≥ 0

(4.39)

und die zweite (partielle) Ableitung wird zu Null. Mit diesen Vereinfachungen
und bei sprunghaftem Einschalten des Aktivitätszustandes Z (d.h. Ż = 0 und
Z̈ = 0 für t > 0) nimmt die linearisierte Differentialgleichung für die Variable
v = ẋ die Form

−v̇ = −g +

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0 v ≤ −vmax

P0+γ·v
m + 2 γ

kSE
v̈ −vmax ≥ v ≤ 0

P0+Γ·v
m + 2 Γ

kSE
v̈ v ≥ 0

(4.40)

an. Die linearisierte Differentialgleichung lautet (für die exzentrische Phase):

v̈ +
kSE

2 · Γ · v̇ +
kSE

2 ·m · v +
kSE

2 · Γ(
P0

m
− g) = 0 (4.41)

oder auf die allgemeine Form gebracht mit der Variable η anstelle von v nimmt
die linearisierte Differentialgleichung eine bekannte Form ein, nämlich:

η̈ + a2 · η̇ + a1 · η + a0 = 0 (4.42)

Die allgemeine Lösung dieser Gleichung mit den Anfangsbedingungen C1 und
C2 hat die Form:

η(t) = −a0

a1
+ C1 · e 1

2
{−a2−

√
a2
2−4a1}t + C2 · e 1

2
{−a2+

√
a2
2−4a1}t (4.43)

Diese Differentialgleichung, die das Verhalten des gedämpften harmonischen Os-
zillators beschreibt, wie auch das Phänomen der Resonanz aber auch das Ein-
schwingen des Sytems wurden als Übungsaufgabe berechnet und besprochen.
Die wichtigsten Erkenntnisse sind:

• Der gedämpfte harmonische Oszillator: ...

• Das Phänomen der: ... Resonanz

• Das Einschwingen: ...
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Simulation und Illustration

Zuerst soll die Ausholbewegung anhand der linearisierten Bewegungsglei-
chung analysiert und illustriert werden. Für diese Betrachtungen wird das Schwe-
refeld vernachlässigt, was gleichbedeutend ist mit einer Ausholbewegung in ho-
rizontaler anstatt in vertikaler Richtung. Die linearisierte Bewegungsgleichung -
ohne weitere Bedingungen an die Kraft-Geschwindigkeits-Relation - beschreibt
das Verhalten des gedämpften harmonischen Oszillators und sie besitzt eine ein-
fache bekannte analytische Lösung. Die Variable Geschwindigkeit des kontrakti-
len Elementes ẋ(t), als Beispiel, zeigt das typische Verhalten einer gedämpften
Schwingung (siehe Abbildung 4.14). Eine stationäre Lösung der Differentialglei-
chung ist ẋ(t) = const = - vmax, d.h. für grosse Zeiten erreicht die Geschwin-
digkeit diesen Wert!
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Abbildung 4.14: Der Geschwindigkeits-Zeit-Verlauf des kontraktilen Elemen-
tes als Lösung der linearisierten Bewegungsgleichung ohne Nebenbedingungen.
Die Anfangsbedingungen sind: l̇(t) = vaus = 0m/s bzw. 2m/s. Die Anfangs-
bedingung vaus = 0m/s führt zu einer Kurve mit kleinerer Amplitude. Der
Muskel ist durch folgende Wahl der Parameter charakterisiert: P0 = 1000N,
vmax = 0.5,m/s, kSE = 0.5 105 N/m, das Wurfobjekt durch die Masse m =
50 kg.

Die linearisierte Kraft-Geschwindigkeits-Relation ist in Abbildung 4.15
dargestellt. Bei dieser Relation wurde die unterschiedliche Steilheit im exzen-
trischen im Vergleich zum konzentrischen Bereich vernachlässigt. In der obigen
Bewegungsgleichung des gedämpften harmonischen Oszillators existieren auch
keine Einschränkungen, die linearisierte Kraft-Geschwindigkeits-Relation geht
von −∞ bis +∞. Bei der Übertragung dieser Lösung auf das Beispiel der Aus-
holbewegung müssen die physiologischen Gegebenheiten berücksichtigt werden.
Für diese linearisierte Relation gibt es zwei physiologische Einschränkungen. (1)
Da die Muskelkraft nicht negativ sein kann gilt: für Geschwindigkeiten, die klei-
ner sind als die maximale (negative) Verkürzungsgeschwindigkeit ist die Mus-
kelkraft Null. (2) Die Muskelkraft kann nicht beliebig gross werden. Ab einer
bestimmten Kraft wird der Muskel verletzt. In diesen Beispielen setzen wir die-
sen Wert bei 1.5P0 an.
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Abbildung 4.15: Die linearisierte Kraft-Geschwindigkeits-Relation. Da die
Muskelkraft weder negative Werte annehmen kann noch beliebig gross sein
kann, beschreibt die Lösung des gedämpften harmonischen Oszillators die Aus-
holbewegung, falls die physiologischen Einschränkungen erfüllt sind, d.h. die
Verkürzungsgeschwindigkeit darf nicht kleiner als 0.5m/s und die maximale
Kraft darf nicht grösser als z.B. 1.5P0 sein, was einer maximalen Geschwindig-
keit von 0.25m/s entspricht.
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Abbildung 4.16: Oben: Das Kraft-Zeit-Verhalten. Die Anfangsbedingungen
sind: (a) ohne Ausholbewegung, (b) bei einer mittleren und (c) bei der ma-
ximalen Geschwindigkeit. Unten: Die dazu gehörigen Geschwindigkeits-Zeit-
Verläufe ausgedrückt durch die entsprechende Höhe einer äquivalenten poten-
tiellen Energie. Beachte: (1) Die Geschwindigkeits-Zeit-Verläufe sind korrekt
solange die dazu gehörige Kraft positiv ist. (2) Durch die Ausholbewegung
kann die Wurfhöhe markant verbessert werden. Die drei Wurfhöhen betragen
ca. 52 cm, ca. 59 cm und ca. 80 cm.
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Neben diesen zwei physiologischen Bedingungen gibt es noch eine Ein-
schränkung wegen des Arbeitsbereiches des kontraktilen Elementes. Einfach-
heitshalber setzten wir diesen Bereich durch ±10 % der Länge des kontraktilen
Elementes fest. (Ein Beispiel: Bei einer Länge des kontraktilen Elementes von
5 cm beträgt der Arbeitsbereich 1 cm.) Der Muskel ist für die folgenden Dia-
gramme durch folgende Wahl der Parameter charakterisiert: P0 = 1000 N, vmax

= 0.5, m/s, kSE = 0.5 105 N/m. Die Masse des Wurfobjekt beträgt m = 50 kg.
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Abbildung 4.17: Oben: Der zeitliche Verlauf der Länge des kontraktilen Ele-
ments x(t). Unten: Der zeitliche Verlauf Länge des Serieelementes �y(t); In
diesem Diagramm entspricht der Wert Null der Länge des Serieelementes bei
maximaler isometrischer Kraft.

Die analytische Lösung des gedämpften harmonischen Oszillators ist auch
Lösung der Ausholbewegung solange die Bedingungen für die Kraft und den
Arbeitsbereich eingehalten werden. Für die drei gewählten Geschwindigkeiten
der Ausholbewegung sind die Kurven bezüglich der Kraft (siehe Abbildung
4.16, oberes Bild) gültig bis zu den Zeitpunkten ≈ 85 msec, ≈ 105 msec und
≈ 120 msec, da ab diesem Zeitpunkt die Muskelkraft negativ wird. Das Ver-
halten ist in den Diagrammen Abbildung 4.16 und Abbildung 4.17 dargestellt.
Betrachtet man den Arbeitsbereich (siehe Abbildung 4.17, oberes Bild), so stellt
man fest, dass die Verkürzung des kontraktlien Elementes beim Wurf ohne Aus-
holbewegung grösser ist als mit Ausholbewegung. Berücksichtigt man auch diese
Einschränkung, so kann man folgern, dass der Effekt der Ausholbewegung noch
etwas verstärkt wird. Andererseits zeigen diese Kriterien auch auf wie komplex
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das Problem Ausholbewegung eigentlich ist. (Diese Diagramme werden in der
Vorlesung im Detail besprochen).

Die charakteristische Lösung, die die Ausholbewegung beschreibt wie auch
diese Diagramme zeigen auf, das die optimale Bewegung um eine maximale
Wurfhöhe zu erreichen anderen Kriterien genügen muss, als diejenigen die Stein
in seiner Arbeit aufzeigt. Die optimale Bewegung ist in diesem Beispiel gekenn-
zeichnet durch die grösste Schnelligkeit der Ausholbewegung ohne Verletzung
des Muskels. Diese Bedingung ist abhängig von der Federkonstante des Serieele-
mentes, der Masse des Wurfkörpers und der Schnelligkeit der Ausholbewegung.
Darum ist die Wurfhöhe stark abhängig von der Federkonstante des Serieele-
mentes. Verändert sich die Federkonstante bei gleicher isometrischer Kraft z.B.
durch eine Verletzung oder durch Training, so verändern sich auch die Wurf-
leistungen. Einige Werte für die Wurfhöhe bei verschiedenen Charakteristiken
des Muskels und unterschiedlicher Masse des Wurfobjektes sind in Tabelle 4.1
dargestellt.

Federkonstante Masse Geschwindigkeit Wurfhöhe
kSE [N/m] m [kg] vaus[m/s] �H [cm]

0.5 105 25 0 96
0.5 105 25 1.6 167

0.5 105 50 0 52
0.5 105 50 1.2 80

0.5 105 100 0 30
0.5 105 100 0.8 39

1.0 105 25 0 52
1.0 105 25 1.2 80

1.0 105 50 0 30
1.0 105 50 0.8 39

1.0 105 100 0 18
1.0 105 100 0.6 21

2.0 105 25 0 30
2.0 105 25 0.8 39

2.0 105 50 0 18
2.0 105 50 0.6 21

2.0 105 100 0 13.1
2.0 105 100 0.5 13.4

Tabelle 4.1: Berechnete Wurfhöhen ohne Ausholbewegung und bei maxima-
ler Ausholgeschwindigkeit bei drei unterschiedlichen Federkonstanten und drei
Massen.
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Bei diesen Betrachtungen wurden zwei Vereinfachungen vorgenommen,
nämlich (1) eine lineare Kraft-Geschwindigkeits-Relation und (2) ein instanta-
ner Sprung im Aktivitätszustand. Diese zweite Vereinfachung ist relevanter je
kürzer die wesentliche Phase der Bewegung ist. Aus früheren Betrachtungen
wissen wir, dass die Zeitspanne zum Aufbau des Aktivitätszustandes (siehe Ab-
bildung 4.12) bis zu ca. 50 msec dauern kann. Diese Zeitspanne ist im Vergleich
zur Wurfphase ohne Ausholbewegung gross (siehe 4.16). Dies bedeutet, dass
unter Berücksichtigung eines realeren Aktivitätszustandes die Ausholbewegung
effizienter ist, als in der oberen Tabelle angegeben. Diese Eigenschaft wird un-
ten durch Simulation der Bewegungsgleichung noch einmal an einem Beispiel
aufgezeigt. Folgende Parameter wurden angenommen: P0 = 1000 N, vmax =
0.6 m/s, kSE = 105 N/m, m = 10 kg. Ohne Ausholbewegung wurde eine Wurf-
höhe von 1.34 m erreicht, mit einer Ausholbewegung (vaus = 1.0m/s) eine Höhe
von 1.79 m. Der Energieaufwand betrug 21.5 J bzw. 26.4 J.
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Abbildung 4.18: Kraft-Zeit, Weg-Zeit und Geschwindigkeits-Zeit-Diagramme
einer Wurfbewegung. Linke Reihe: ohne Ausholbewegung, Rechte Reihe: mit
Ausholbewegung. Kraft-Zeit-Diagramm: dicke Linie = Muskelkraft, dünne Li-
nie = Aktivitätszustand. Weg-Zeit-Diagramm: dicke Linie = Muskellänge, dün-
ne Linie = kontraktiles bzw. Serieelement. Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm:
kontraktiles Element.
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4.5.2 Fahrrad fahren

Fahrrad fahren ist eine ideale Bewegungsform, um charakteristische Eigen-
schaften der Muskelmechanik aufzuzeigen. In diesem Beispiel wird das System
„Muskel - Velo“ noch etwas vereinfacht. Ein „Muskel“-Motor, wie in Abbildung
4.19, linke Bildhälfte, dargestellt, und wie bereits aus dem letzten Abschnitt
bekannt, ist mit dem „Veloergometer“ Abbildung 4.19, rechte Bildhälfte, direkt
verbunden. Für diese Verbindung ist am Ergometer ein Pedal in einer Führungs-
schiene angebracht. Das Pedal ist mit einer Stange mit dem Schwungrad im
Abstand r verbunden. Zieht der Muskel am Pedal, so wird ein Moment auf das
Schwungrad ausgeübt. In zwei Positionen des Schwungrades - charakterisiert da-
durch, dass die Verbindungsstange Pedal-Schwungrad mit der Führungsschiene
des Pedals zusammenfällt - wirkt kein Drehmoment auf das Schwungrad. Die-
se zwei Punkte werden als Totpunkte der Bewegung bezeichnet. Diese Art der
Verknüpfung hat zur Folge, dass das kontraktile Element keine konstante Ver-
kürzungsgeschwindigkeit aufweist, auch dann nicht, wenn die Winkelgeschwin-
digkeit nur geringe Schwankungen zeigt.

Abbildung 4.19: Schematische Darstellung der Bewegung Fahrradfahren. Um
die wesentlichen Charakteristiken der Bewegung Fahrradfahren zu analysieren
wird ein Muskel ohne Übersetzung an einem Ergometer angeschlossen.

Die Bewegung des Schwungrades kann über eine Energiebilanz oder direkt
über die Bewegungsgleichung für das Schwungrad hergeleitet werden. Der Weg
über die Energiebilanz sieht wie folgt aus: Die Zugkraft auf das Pedal sei mit
FPedal, die Geschwindigkeit des Pedals mit vPedal, die momentane Winkelge-
schwindigkeit des Schwungrades mit ω und das Trägheitsmoment des Schwungra-
des sei mit Θ bezeichnet. Ferner wird dem Schwungrad durch eine Bremse pro
Zeiteinheit die kinetische Energie ĖBremse entzogen. Für das Schwungrad kann
damit aus der Energiebilanz eine Gleichung für die Rotation aufgeschrieben
werden. Diese lautet:

d

dt
{1
2
· Θ · ω2} = FPedal · vPedal − ĖBremse (4.44)

oder
Θ · ω · ω̇ = FPedal · vPedal − ĖBremse (4.45)

d.h. die zeitliche Änderung der kinetischen Energie des Schwungrades ist gleich
der mechanischen Leistung am Schwungrad minus der Bremsenergie.
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Die Geschwindigkeit des Pedals vPedsal ist durch die Position ϕ und durch
die momentane Winkelgeschwindigkeit ω gegeben. Dieser Zusammenhang ist
definiert durch:

vPedsal = ċ(ϕ) =
∂

∂ϕ
c(ϕ) · d

dt
ϕ = cϕ(ϕ) · ω (4.46)

Und damit erhält man folgende einfache Bewegungsgleichung für die Winkelge-
schwindigkeit ω, nämlich:

Θ · ω̇ = FPedal · cϕ(ϕ) − ĖBremse

ω
(4.47)

Die Differentialgleichung kann - wie oben bereits erwähnt - auch über die Be-
wegungsgleichung für das Schwungrad hergeleitet werden. Diese lautet:

Θ · ω̇ = MPedal −MBremse (4.48)

wobei das Drehmoment der Bremse MBremse das Resultat einer einfachen Glei-
treibung (MBremse = μGleiten ·rBremse ·NBremse ) oder das Resultat eines Wind-
rades sein könnte, wo der Widerstand proportional zur Rotationsgeschwindigkeit
im Quadrat ist. Das Drehmoment, erzeugt durch die Pedalkraft, ist wegen der
Führung des Pedals nicht nur von der Pedalkraft sondern auch von der Stel-
lung des Schwungrades abhängig. Die Winkel, und die Einheitsvektoren, die
für diese Betrachtung eine Rolle spielen, sind in Abbildung 4.19 definiert. Der
Einheitsvektor �e(ϕ) ist durch seine Richtung definiert

�e(ϕ) =
(−cos(ϕ)
sin(ϕ)

)
, (4.49)

die Länge c(ϕ) ist durch den Cosinussatz gegeben und lautet:

c(ϕ) =
√
d2 + r2 − 2 · r · d · cos(γ(ϕ)) (4.50)

mit
γ(ϕ) = π − ϕ− arcsin(

r

d
· sin(ϕ)) (4.51)

Die Richtung der Stange (vom Schwungrad zum Pedal) sei mit dem Einheits-
vektor �eStange bezeichnet, der Winkel zwischen der Führungsschiene und dem
Einheitsvektor sei α. Die Abhängigkeit dieses Vektors von der Position ϕ kann
geschrieben werden als:

�eStange(ϕ) =
1√

(c(ϕ) + r · cos(ϕ))2 + (r · sin(ϕ))2
·
(−c(ϕ) − r · cos(ϕ)

r · sin(ϕ)

)
(4.52)

Das Drehmoment MSchwungrad, welches eine Kraft vom Betrag λ in Rich-
tung der Stange �eStange auf das Schwungrad erzeugt, ist gegeben durch das
Vektorprodukt (Bem.: Die y-Komponente wird bei diesen Berechnungen immer
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stillschweigend unterdrückt, das Resultat, da nur eine Komponente von Null
verschieden ist, wird als skalare Grösse angegeben):

MSchwungrad = λ ·�r×�eStange = λ · r · c(ϕ) · sin(ϕ)√
(c(ϕ) + r · cos(ϕ))2 + (r · sin(ϕ))2

(4.53)

Damit erhält man für das Drehmoment am Schwungrad, erzeugt durch die Ped-
alkraft, den folgenden Form Ausdruck:

MSchwungrad =
FPedal

cos(α(ϕ))
· r · c(ϕ) · sin(ϕ)√

(c(ϕ) + r · cos(ϕ))2 + (r · sin(ϕ))2
(4.54)

mit: α(ϕ) = arcsin( r
d · sin(ϕ)). Da die Pedalkraft durch den Muskel erzeugt

wird - hier noch ohne Übersetzung -, lautet die Bewegungsgleichung für das
Schwungrad:

Θ · ω̇ =
FMuskel(Z(t), l, l̇)

cos(α(ϕ))
· r · c(ϕ) · sin(ϕ)√

(c(ϕ) + r · cos(ϕ))2 + (r · sin(ϕ))2
−MBremse

(4.55)

wobei die Muskellänge l durch die Funktion c(ϕ) gegeben ist. Es gilt:

l(t) = L0 − c(ϕ) + lPedal (4.56)

mit L0 = eine konstante Grösse (siehe Abbildung 4.19) und lPedal die Pedallänge,
die im Folgenden die Länge Null haben soll.

Ohne Parallelelement ist die Muskelkraft FMuskel(Z, l, l̇) durch das untere
Gleichungssystem gegeben (siehe auch Abschnitt Ausholbewegung):

FMuskel(Z, l, l̇) = FCE(Z, x, ẋ) (4.57)
und :

FCE(Z, x, ẋ) = FSE(Z, y) (4.58)
mit :

l = x+ y = x+ y0 + Δy = L0 − c(ϕ) (4.59)

Ist der Radius r am Schwungrad so gewählt, dass der aufgezwungene Bewe-
gungsumfang Δ = c(π) − c(0) in den Plateaubereich fällt (genauer: in den
Arbeitsbereich des kontraktilen Elementes), dann kann man die x-Abhängigkeit
in der Kraft weglassen.

Auch in diesem Beispiel soll die Länge des kontraktilen Elementes x(t)
die unabhängige Grösse für die Formulierung der Bewegungsgleichung für das
„Fahrradfahren” sein. Die Grundidee zum Herleiten der Bewegungsgleichung ist
ebenfalls die Gleiche wie im letzten Beispiel und basiert auf folgende Überlegun-
gen: Ist der Aktivitätszustand Z, die Länge des kontraktilen Elementes x(t) und
deren Geschwindigkeit ẋ(t) bekannt, so ist die Kraft des kontraktilen Elementes
FCE(t) ebenfalls bekannt. Damit ist dann auch die Länge des Serieelementes
y(t) fixiert, da die beiden Kräfte gleich sein müssen FSE(t) = FCE(t). Damit
können wir formal schreiben y(t) = Γ1(Z(t), x(t), ẋ(t)). Die Länge des kontrak-
tilen Elementes x und diejenige des in Serie geschalteten Elementes y definieren
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die Muskellänge l und diese ist wiederum mit der Position ϕ des Schwungra-
des verknüpft. Formal kann diese Beziehung wiederum geschrieben werden als
ϕ(t) = Γ2(Z(t), x(t), ẋ(t)). Im Folgenden geht es nun darum diese zwei formalen
Beziehungen zu präzisieren.

Um die Formelausdrücke etwas übersichtlicher darzustellen werden folgen-
de Abkürzungen und Vereinfachungen verwendet. Die Winkelabhängigkeit der
Hebellänge beim Berechnen des Drehmoments am Schwungrad schreiben wir
wie folgt:

r̂(ϕ) = r · sin(ϕ) · χ(ϕ) (4.60)

mit:

χ(ϕ) =
1

cos(α(ϕ))
· c(ϕ)√

(c(ϕ) + r · cos(ϕ))2 + (r · sin(ϕ))2
≈ χ̄ (4.61)

Damit kann die Hebellänge durch den Ausdruck

r̂(ϕ) ≈ r · χ̄ · sin(ϕ) = r̄ · sin(ϕ) (4.62)

annäherungsweise beschrieben werden.

Das Serieelement wird als ideale einseitige Feder mit der gleichen Abhän-
gigkeit vom Aktivitätszustand wie im letzten Beispiel angenommen. Ebenfalls
wird die Abhängigkeit der Kraft des kontraktilen Elementes von x vernachläs-
sigt, da der Arbeitsbereich des kontraktilen Elementes auf den Plateaubereich
beschränkt sein soll. Damit wird auch die Beziehung Γ1 zwischen der Länge
des Serieelementes und die des kontraktilen Elementes einfacher. Es gilt (für
Dehnungen des Serieelementes):

FCE(Z, x, ẋ) ≈ Z · F̂CE(ẋ) = FSE(Z, y) =
Z

1 + Z
kSE · Δy (4.63)

und daraus folgt:

Δy = y − y0 = (1 + Z)
F̂CE(ẋ)
kSE

(4.64)

Damit ist die Funktion Γ1 gegeben. Sie lautet:

y = Γ1(Z, x, ẋ) = y0 + (1 + Z)
F̂CE(ẋ)
kSE

(4.65)

Für die Funktion c(ϕ) gilt folgende Relation (siehe Abbildung 4.19):

c(ϕ) = L0 − (x(t) + y(t)) (4.66)

Aus der letzten Zeile kann die Funktion c(ϕ) prinzipiell durch die Zu-
standsfunktion Z(t) und die Länge des kontraktilen Elementes x(t) und deren
zeitliche Ableitung ausgedrückt werden. Formal kann diese Funktion durch die
inverse Funktion zu ϕ = c−1(c(ϕ)) wie folgt geschrieben werden:

ϕ = Γ2(Z, x, ẋ) = c−1(L0 − (x(t) + y(t)) (4.67)
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Damit ist auch die Funktion Γ2 gegeben und die Bewegungsgleichung wird zu:

θ · d
2

dt2
Γ2(Z, x, ẋ) = Z · F̂CE(ẋ) · r̄ · sin(Γ2(Z, x, ẋ)) −MBremse (4.68)

Die obige Formel beschreibt - etwas vereinfacht, jedoch in allgemeiner Form
- das Velofahren. Beim Sprint auf der Bahn mit einem Starrlauf spielt einer-
seits die Winkelbeschleunigung (vor allem beim Start) eine Rolle andererseits
aber auch die Winkelgeschwindigkeit und damit die Verkürzungsgeschwindig-
keit. Diese ist entscheidend für eine Spitzenleistung. Die Optimierung betrifft
hier also die richtige Wahl der Übersetzung.

Abbildung 4.20: Schematische Darstellung einer einfachen Verknüpfung zwi-
schen Muskulatur und Ergometer bei Verwendung einer Übersetzung, um die
Bewegungsgleichung herzuleiten.

Bei einem Rennen mit mehr oder weniger konstanter Geschwindigkeit spielt
die Winkelbeschleunigung eine untergeordnete Rolle. Dies führt zu einer fast
konstanten Winkelgeschwindigkeit und zu einer weiteren Vereinfachung der For-
meln. Aber auch diese vereinfachten Formeln sind für uns (!) zu komplex um
einfache analytische Ausdrücke ableiten zu können, die die Bewegung charak-
terisieren. Numerische Simulationen sind notwendig, um die wichtigen Eigen-
schaften aufzuzeigen. Ein paar wenige Resultate sollen diese Eigenschaften cha-
rakterisieren. Folgende Parameter wurden für den Muskel angenommen: P0 =
4000 N, vmax = 0.6 m/s, Lmax ≈ 220 W, vopt ≈ -0.2 m/s, R = 0.05 cm, d =
0.15 m. Der Bremswiderstand wurde durch den Luftwiderstand eines Windra-
des erzeugt. Seine Charakteristik ist: θ = 2 kgm2, cw = 0.4 bzw. 0.1. Der Muskel
wurde kurz vor dem Erreichen des „hinteren“ Totpunktes aktiviert und dauerte
bis kurz vor dem Erreichen des „vorderen“ Totpunktes.

Auch dieses Beispiel zeigt, dass, wenn wir das Velofahren sehr vereinfacht
beschreiben, mathematisch gesehen sehr komplexe Formeln notwendig sind um
die Verknüpfung zwischen Muskel und Ergometer richtig darzustellen. Eine mög-
liche Anwendung ist z.B. die Analyse der Trittfrequenz von Velofahrern beim
Fahren am Berg im Vergleich zum Fahren in der Ebene. Tatsache ist, dass
die meisten Sportler am Berg eine kleinere Trittfrequenz fahren im Vergleich
zum Fahren in der Ebene. Betrachtet man nur die Muskulatur als kontraktiles
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Element, dann sollten sich die Trittfrequenzen nicht unterscheiden. Eine wissen-
schaftliche Begründung für diese Tatsache gibt es noch nicht! (mehr dazu siehe
Vorlesung).
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Abbildung 4.21: Winkelgeschwindigkeits-Zeit-Diagramme in der Startphase
beim Fahrradfahren. Oben: Grosser Luftwiderstand, unten: kleiner Luftwider-
stand.
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Abbildung 4.22: Winkelgeschwindigkeit-Zeit, Weg-Zeit (kontakt. Element),
Weg-Zeit (Muskellänge) und Geschwindigkeits-Zeit-Diagramme des kontrakti-
len Elementes beim Fahrradfahren (stationäre Phase). Linke Reihe: Grosser
Luftwiderstand, Rechte Reihe: kleiner Luftwiderstand.
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Abbildung 4.23: Bremsleistung-Zeit, Antriebsleistung-Zeit, Kraft-
Geschwindigkeit und Leistung-Geschwindigkeit-Relation des kontraktilen
Elementes beim Fahrradfahren (stationäre Phase). Linke Reihe: Grosser
Luftwiderstand, Rechte Reihe: kleiner Luftwiderstand.
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4.6 Aufgaben

1. Kürzeste Verbindung zweier Punkte in der Ebene

Gegeben: Punkt A und Punkt B mit den Koordinaten xA, yA bzw. xB, yB.

Gesucht: Die kürzeste Verbindung zwischen A und B.

2. Minimale Oberfläche eines Rotationskörpers

Gegeben: Punkt A und Punkt B mit den Koordinaten xA, yA bzw. xB, yB.
Erzeugen eines Rotationskörpers durch drehen der Verbindungslinie um
die x-Achse.

Gesucht: Verbindung zwischen A und B, so dass die Oberfläche minimal
ist.

Hinweis: Die Oberfläche, die durch die Verbindungslinie bestimmt wird,
ist gegeben durch den Ausdruck: O = 2π

∫ xB

xA
y(x)

√
1 + y′(x)2dx

3. Optimale Wege; Variationsrechnung

Gegeben: Der Weg-Zeit-Verlauf ist durch ein Polynom 4-ten Grades mit
folgenden Nebenbedingungen: x(0) = 0, x(1) = 1, v(0) = 0 und v(1) = 0
gegeben:

x(t) = c0 + c1 · t+ c2 · t2 + c3 · t3 + c4 · t4

Gesucht: (1) Bedingung für die Koeffizienten bestimmen, damit die Ne-
benbedingungen erfüllt sind. (2) Berechnen Sie die drei unten aufgeführ-
ten Integrale I1, I2 und I3 mit v(t) = d

dtx(t), a(t) = d
dtv(t) und jerk(t) =

d
dta(t):

I1(c̃1) =
∫ 1
0 v(τ) · a(τ)dτ

I2(c̃1) =
∫ 1
0 (a(τ))2dτ

I3(c̃1) =
∫ 1
0 (jerk(τ))2dτ

(3) Welcher Wert des Koeffizienten bzw. welche Kombination der Koeffi-
zienten macht das jeweilige Integral minimal? und (4) Berechnen Sie die
zu den optimierten Weg-Zeit-Verläufen gehörende Arbeit.

4. Bewegungsablauf mit minimaler Arbeit; Variationsrechnung

Gegeben: Ein lineares mechanisches System bestehend aus einem Massen-
punkt, einer Feder und einem Dämpfer, welches durch eine äussere Kraft
angetrieben wird. Der Massenpunkt wird in einer fixen Zeit von A nach
B bewegt. Siehe Beschreibung auf Seite 131 unten / 132 oben der Arbeit
von Stein.

Gesucht: Der Bewegungsablauf mit minimaler Arbeit, insbesondere (1)
Optimierungsaufgabe mathematisch formulieren, (2) Die zu lösende Glei-
chung bzw. Differentialgleichung aufschreiben (Euler), (3) Gleichung lö-
sen bzw. Gleichung vereinfachen und dann lösen und (4) das Resultat
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graphisch darstellen und mit den entsprechenden Graphiken im Artikel
vergleichen.

5. Bsp. aus Artikel von Stein; Variationsrechnung

Gegeben: Ein lineares mechanisches System bestehend aus einem Massen-
punkt, einer Feder und einem Dämpfer, welches durch eine äussere Kraft
angetrieben wird. Der Massenpunkt wird in einer fixen Zeit von A nach
B bewegt. Siehe Beschreibung auf Seite 131 unten / 132 oben der Arbeit
von Stein.

Gesucht: Der Bewegungsablauf falls (a) das Integral über die Beschleuni-
gung im Quadrat und (b) das Integral über den Ruck im Quadrat minimal
sein soll. Insbesondere soll man (1) Optimierungsaufgabe mathematisch
formulieren, (2) Die zu lösende Gleichung bzw. Differentialgleichung auf-
schreiben (Euler), (3) Gleichung lösen bzw. Gleichung vereinfachen und
lösen und das Integral berechnen und (4) das Resultat graphisch darstel-
len und mit den Graphiken im Artikel vergleichen.
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